Pozn.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

§5. Regularni kuzeloseCky v zakladni poloze

V tomto paragrafu se budeme zabyvat pouze KSS, tedy se nebudeme zabyvat
imaginarni elipsou.

Je dana kuZelosecka k. Pifimka, podle niZ je k osové soumérnd, se nazyva osa
(soumérnosti) kuZelosecky k.

Rekneme, Ze kuzelosecka k je v zdkladni poloze, jestliZze osy kuzelosecky jsou
rovnob€Zné se soufadnymi osami (neni natoceni kuzelosecky, tedy a,, =0).

Kazdou regularni kuZelosecku 1ze vhodnou transformaci soustavy soufadnic
(otoCenim) pfevést do zakladni polohy.

A) Elipsa

Pozn.:

Def.:

P . 2 2 _ ;N —
V obecné rovnici a,,x” +a,y” +2a,x+2a,y+a,; =0 plati, Ze sgna,, =sgna,, .

Elipsa je mnozina vSech bodu v roving, které maji od dvou riznych bodi v roving,
které se nazyvaji ohniska, konstantni soucet vzdalenosti (roven 2a).

C
M
a9 b
S
Ah\af/\e/ﬁzB
b
D

S —stred, F), F, —ohniska

A, B —hlavni vrcholy, C, D — vedlej$i vrcholy

E — hlavni osa, @ — vedlejsi osa

a= |AS| = |BS| — hlavni poloosa, b = |CS| = |DS| — vedlejsi poloosa

e= |FlS | = |FZS | — (lineérni) excentricita (vystfednost)

Plati: |a® =b* +¢*|, |F,M|+|F,M| = 2a|, kde M — libovolny bod elipsy.




2 2

Pozn.: Stredové rovnice elipsy: S[0;0] = — + Z—z =1 (kanonicka rovnice)
a

(x=m)®  (y=m® _

S[m,n] =
[m, n] o L2

Pozn.: KruZnice je spec. piipadem elipsy pro a = b:
S[0;0] = x* + y* =77

S[m,n] = (x —m)* +(y—n)2 =r?

Pozn.:  Odvozeni kanonického tvaru rovnice elipsy (dikaz V.4.1.(1)):
M[x, y], F[—e,0], F,[e,0]
|FM|+|F,M|=2a
\/(x+e)2 + y2 +\/(x—e)2 + y2 =2a /?
(x+e)’ +y  +2(x+e) +y ) (x—e) +y* +(x=e)* +y’ =4d’

2x* +2e” +2y* —4a’ = 2\/(()c+e)2 +y ) (x—e)* +y*
(2x* +2e” +2y° —4a”)(2x* +2e¢* +2y* —4a’) =4(x+e)> + ¥y )(x —e)* + %)
da’x* +x*e* +2y° —2x’a’ +e’x* +et + eyt —2a’e’ + y' X'+ y  + yle’ + yt =24y’
-2a°x* —2a’e® —2a’y* +4a’ = (x> +2xe+ e’ + y*)[Ax* —2xe+ e’ +y?)
4a* —4a’x* —4a’y* —4da’e’ = —4x’e’
a*-a’x’ —a’y’ —a’e’ =-x’e’
a* —a*x*—-a’y* —a’(a’ -b*)=-x*(a’* -b?)
-a* +a’bh* =—x*a* + x*b*
—a’y*+a’h® -x’b* =0
2 2
e




B) Hyperbola

. 2 - 2 2 _ ;o
Pozn.: 'V obecné rovnici a,,x” +a,,y” +2a,x+2a,y +a,;, =0 plati, Ze sgna,, #sgna,, .

Def.:  Hyperbola je mnozina vSech bodu v roving, které maji od dvou rtiznych boda v
rovin¢ (ohnisek), konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdélenosti.

S —stfed, F,, F, —ohniska
A, B —hlavni vrcholy, C, D — vedlej$i vrcholy
;ﬁ — hlavni osa, @ — vedlejsi osa

a — hlavni poloosa, b — vedlejsi poloosa
e — (linedrni) excentricita (vystfednost)

p,q — asymptoty hyperboly

Plati: , HFlM | - |F2M ” =2a|, kde M - libovolny bod hyperboly.

2 2
Pozn.: Stiedové rovnice hyperboly: S[0;0] = x—2 - y_2 =1 (kanonicka rovnice)
a

=m’ _=m®

S[m,n] =
[m,n] - L2

X

Pozn.: Rovnice asymptot: S[0;0]= y ==

Q|

S[m,n] = y—nIié(x—m)
a

2

- o 1 = hlavni osa hyperboly na ose x
2

—— =1= hlavni osa hyperboly na ose y
b2

<

Pozn.:

QN|'\<N QN|><N
=



Pozn.:

Odvozeni kanonického tvaru rovnice hyperboly (diikaz V.4.1.(3)):
M[x, yl, Fi[=e,0], F,[e,0]

|FM|~| M| =2a
Naror+y7 -0 +?
\/()c+e)2+y2 :\/(x—e)2+y2+2a /?

(x+e)’ +y> =(x—e)’ +y’ +4a\(x—e)* +y’ +4a’
(x+e)2+yz—(x—e)2—yz—4az=4aq/(x—e)2+y2 /?

16a* =16a”> (x—e)* + y*)
Qa’*-x"—y*—e)2a’ -x* -y’ —e*)=(x* +2xe+e’ + y*)(x* —2xe+e’ +y?)

d4a* —4a’x* —4a’y* —date’ +x* +yt +et +2x7y +2x%e” +2y%e’ =

=2a

=x'=2x%e+xPe? +x7y? +2x°e—4x’e’ +2xe’ +2ey’ +e’x’ —2xe’ +et +e’y’
+y2x2 —2xey2 +y262 +y

=x" +2x%* + 2x2y2 —4x%e* +et + 262y2 + y2

4a* —4a’x* —4a’y* —4a’e’ +4x’e’ =0

2 2
2 2 2 _ 2, X€e _
a—-x" -y —e+——=0
a

272
2 2, 2 XD _
Xty te +— =0

2 2 2
x (b +a”)
x2 +y2 +62 + . :aZ
a
x*a* + x*b?
a2

+x2+y2+a2+b2:a2

272

2

xt+ +x°+y +b> =0

2
a

x_z—y_zzl

212 2 2 2172
xb"—ya-=a'b- =
a’ b’




C) Parabola

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

, o . 2 2 — 7z v 9 —_
V obecné rovnici a,,x” +a,y” +2a,x+2a,y+a,; =0 plati, Ze bud’ a,, =0, nebo

(vyluCovaci) a,, =0.

Parabola je mnoZina bodi v roviné, které maji od pevného bodu (ohniska) a pevné
piimky (fidici pfimky), na niZ tento bod nelezi, stejnou vzdalenost.

V — vrchol paraboly, F — ohnisko, d — fidici pfimka
p — parametr paraboly
o0 — osa paraboly

Plati: || MF| =|MM,||, kde M — libovolny bod paraboly, M, — kolmy priimét bodu M

na fidici pfimku.

Vrcholové rovnice paraboly: V[0;0]= y* =2px (kanonick4 rovnice)

Vim,n]= (y—n)*> =2p(x—m)

Rovnice fidici primky: V[0;0]= x = —g

Vimnl=>x=m-

(YL

y*> =2px => osa paraboly - osa x
x> =2py=> osa paraboly - osa y

Odvozeni kanonického tvaru rovnice paraboly (ditkkaz V.4.1.(4)):

P P
Mlx,v], M [-=, ], F[£,0
[x, y], M| 5 vl [2 ]



Def.:

Def.:

Pozn.:

,kde M je kolmy primét bodu M na fidici pfimku.

(s8] o= (2]

IMF|=|MM,

§6. Tecna regularni kuzelosecky

Ptimka, ktera ma s regularni kuZeloseCkou k spolecny pravé jeden bod T a
neobsahuje Zadny bod vnitini oblasti kuZeloseCky, se nazyva tecna kuzelosecky a
bod T jejim bodem dotyku.

Ptimka, ktera ma s regularni kuZeloseCkou spole¢né pravé 2 body T,T, se nazyva
se¢na kuZelosecky, dsecka TT tétiva kuzelosecky.

Obecné rovnice teny kuzelosec¢ky:
Necht’ T[x,,y,] je bod dotyku te¢ny ¢ kuZelosecky

k:a, x*+2a,xy+a,y +2a,x+2a,y+a, =0.Pak tena t mi obecnou rovnici

ti(ayx, tapyr tap)x+(a,x, tayy, tay)ytasx, ta,y, +a; =0.

Maticovy zépis rovnice te¢ny kuzZelosecky:

X Xr
(x, y, DADy|=0nebo (x y 1)ADYy, [=0
1 1

Rovnice te¢en regularnich kuzelosecek v zékladni poloze
Bod dotyku TTx,, y; ]

S[0;0]: xx, + yy, =r’

Kruznice: 5
Stm,n]: (x —m)(x; —m) +(y—n)(y, —n) =r
S[0;01: 22+ 227 =
. a b
Elipsa:
St 7= L =)y )
a b
§[0;07: L - 27 =
. a b
Hyperbola:
(x=m)(xp, —m)  (y—n)(y, —n) _
S[m,n]: > > =1
a b
V[0;0]: = +
Parabola: L0:01: 377 = plat x7)

Vim,n]:(y —n)(y, —n) = p(x +x, —2m)



§87. Asymptotické sméry kuzelose¢ky

Def.:  Smér v roviné ur¢eny vektorem u(u,,u,) # 0 nazveme asymptoticky smér

kuZeloseCky k:a, x* +2a,xy+a,y’ +2a,x+2a,,y+a, =0, jestlize

2 2 _
a,u” +2a,uu, +a,u,” =0.

Pozn.:  u, (au”l + an”z) tu, (alzul + azz”z) =0
U, (au”l + an”z) =", (alzul + azz”z)
AOR: a,u, +a,u, =—Au,
ity + Ay, = A,
ayu, + (alz + /])”2 =0
(an - /])”1 +ayu, =0
Homogenni systém 2 rovnic, ktery méa vZdy nulové feSeni. Pokud mé nenulové
feSeni, musi se determinant soustavy rovnat 0:
ay, a, +1

a, =1 Qs
a4y ~ (alz - A)(alz + /1) =0

a,ay, ~ (‘1122 _/]z)z 0

alzz —apdy = A

a122 )andy, = 2

alz2 =a,a,, = 1 asymptoticky smér

2
a, (a,a,, = 0

Def.:  Necht k:a, x> +2a,xy+a,y’ +2a,x+2a,y+a, =0 je kuZelosecka a A jeji

matice.
Determinant |A| nazyvame determinantem kuZelosecky k.

a, a

Determinant |A,,| matice A, = ( 12] nazyvame malym determinantem

a, ay

kuzelosecky k.

Pozn.: a) KuZelosecka k ma prave 2 asymptotické sméry, jestlize |A,| < 0.

regularni kuzelosecka: hyperbola
singularni kuZelosecka: 2 riznobézné piimky

b) Kuzelosecka k ma prave 1 asymptoticky smér, jestlize |A,,| = O.
regularni kuzelosecka: parabola
singularni kuZelosecka: 2 riizné rovnobézné piimky, (dvojnd) ptimka,

imaginarni rovnobé&zky (prazdna mnoZina)

c) Kuzelosecka k nemé zadny asymptoticky smér, jestlize |A,;| > O.
regularni kuzelosecka: elipsa, imaginarni elipsa
singularni kuZelosecka: bod



Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

§8. Stied a singularni bod kuZelosecky

Necht k je kuZeloseCka. Bod S sttedem kuZeloseCky k pravé tehdy, kdyz
OX Ok:0X' Ok: Sjestied XX'.

Je dana kuZelosecka k : a, x* +2a,xy +a, y’ +2a,x +2a,,y +a,, =0, jeji stied S,
piimka p: p(S,i) a priseciky piimky p s kuZeloseckou k X =S +tii, X' =S —tii .
SCsy, s, 1, u(uy, u,)
p.x=s+ttu,y=s,ttu,
2 2 2.2
X" =8, +2s5u, 1y,
y* =]+ 2s,u, + U
xy = 8,8, (s, + s,u,) + 17 yu,
Roznasobenim a vytknutim #2,¢',¢° ziskdvame rovnici A#* +2Bt+C =0, kde
B = (allsl ta,s, + a13)u1 + (a12sl +tays, tay )”2 =0
(Bod S je stiedem, tedy uvedena kvadraticka rovnice musi spliiovat to, Ze je-li
fo feSenim, pak je —fy feSenim. Z toho tedy plyne, ze B =0.)
AP +C=0
L=,

Bod S[s,,s,] je stfed kuzelosecky k : a,,x* +2a,,xy + a,, y* +2a,,x +2a,,y + a,; =0
a8+ a8, + a3 =0

prave tehdy, kdyz .
Ayy8, + AyS, Fay =0

Pokud tato soustava nema fesSeni, pak je kuZeloseCka nestiedova, pokud méa
nekonecné mnoho feSeni, stfedy leZi na ptimce.

Jestlize stied S kuZelosecky k lezi na kuzelosecce, pak bod S nazveme singularnim
bodem kuzelosecky k.

Je dana kuZelosecka k : a,,x* +2a,xy + a,y* +2a,,x +2a,,y +a,, =0, jeji
singularni bod S.

V rovnici Af* +2Bt+C =0 plati:

B= (allsl taps, * 013)”1 + (alzsl tays, + 023)”2 =0

C= (allsl ta,s, + a13)”1 + (a1251 tays, + a23)u2 tas tays, +a,, =0

(Pti uvaze stejné jako u sttedu kuZelosecky vime, Ze je-1i S singularnim bodem
kuZelosecky, pak jeho soufadnice musi spliiovat rovnice stiedu, a taktéz ziskana
kvadraticka rovnice At” +2Bt+C =0 pro p N k musi mit kofen 7, = 0, tedy nutng
C=0.)

A =0

1) A=0:u je asymptoticky smem

2)A£0:2=0: pNk=S[s,.s,)



Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Kazda ptimka, kterd prochazi singularnim bodem k, lezi bud’ cela na k (A=0) nebo
ma s k pravé 1 spole¢ny bod S.

Bod S[s,,s,] je singularni bod kuZelosecky
k:a,x*+2a,xy+a,y +2a,x+2a,y+a, =0 pravé tehdy, kdyz
a8, +a,s, +a; =0
a,8) + ays, a5, =0.
U38) + s, +a; =0
5
Maticovy zapis: Allls, |=0
1

Obsahuje-li kuZelosecka k singularni bod, pak nastane jedna z téchto moznosti:
a) k ma 2 asymptotické sméry — k jsou 2 riznobézky

b) k ma 1 asymptoticky smér — k je 1 dvojna ptimka

¢) k neméa asymptoticky smér — k je 1 bod S

§9. Kulova plocha, koule

Kulovou plochou (sférou) se sttedem S a polomérem r >0 rozumime mnoZinu
vSech bodu X v prostoru, pro které plati |SX| = r. Zapisujeme K (S,r).

Kouli se sttedem S a polomérem r >0 rozumime mnoZzinu vSech bodii X v
prostoru, pro které plati |SX| < r. Zapisujeme K(S,r).

Kulové plocha se sttedem S[m,n,q] a polomérem r> 0 je analyticky vyjadfena
rovnici (x—m)* +(y—-n)>+(z—¢q)* =r".

Koule se sttedem S[m,n,g] a polomérem r > 0 je analyticky vyjadiena rovnici
(x=m)* +(y=n)’ +(z=qP < r*.

V prostoru miiZeme vySetfovat vzijemnou polohu kulové plochy a pfimky, resp.
roviny.

Pfimka p muzZe byt vzhledem ke kulové plose vnéjsi piimkou (0 priseciki), tenou
(1 prisecik), nebo senou (2 pruseciky).

Rovina p mize bud’ nemit s kulovou plochou «(S,r) Zadny spole¢ny bod (|Sp| > r),
mit spolecny pravé jeden bod (|Sp| = r), tj. byt te€nou rovinou kulové plochy «,
nebo mit spolecnych nekone¢né¢ mnoho bodu (|Sp| < 1), které tvoii kruZnici v této
roving.

Tecna rovina kulové plochy «(S,r) se sttedem S[m,n,q] a polomérem r >0 v jejim
bod¢ T[x,,y;,z,;] je analyticky vyjadiena rovnici

(x=m)(x, =m) +(y =)y, ~m) + (2= @)z —q) =17



§10. Kvadriky

Def.: Kvadrikou rozumime mnoZinu vSech bodi X[x, y, z] v prostoru, jejichZ soufadnice
vyhovuji rovnici:
apX* +ay Y’ a3z’ +2a,xy 20,32 + 25,2 + 2a,,x + 20,y + 245,z +a,, =0,

kde alespon jedno z Cisel a,,,a,,,0;5,0,,,0,5,0,; #0.

Pozn.: Regularni kvadriky

2 2 2
. X y z
a) Elipsoid: —+-—+—=1
) a’> b P
2 2

(Rotacni elipsoid (a = b)vznikne rotaci elipsy x_2 + Z—z =1,y =0 kolem osy z.)
a c

Speciadlnim ptipadem pro a =b =c¢ dostdvame kulovou plochu.

=-1

2 2 2
e . X z

b) Imaginérni elipsoid: — + y_2 +=
a b ¢

2 2 2
¢) Jednodilny hyperboloid: x_2 + l);_z - Z—z =1
a c

2 2
X

(Rota¢ni jednodilny hyperboloid (a = b) vznikne rotaci hyperboly —- — 2_2 =1,y=0
a c

kolem osy z.)



2 2 2
d) Dvojdilny hyperboloid: x_z + Z—z - Z—Z =-1
a

c
(Rotac¢ni dvojdilny hyperboloid (a = b) vznikne rotaci
2 2

hyperbolyx—2 - z_2 =-1,y =0 kolem osy z.)
a c

2 2

e) Elipticky paraboloid: z = x_z +2

a b

2
(Rotacni elipticky paraboloid (a = b) vznikne rotaci paraboly z = x—z, y =0 kolem
a

0sy Z.)




2 2
f) Hyperbolicky paraboloid: z = x_2 - %
a

(nemtiZe byt rotacni)




